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Мы живем в нелинейном мире, подвергаю-
щемся хаотическим явлениям. В природе, 
например, это землетрясения, цунами. В со-

циальной сфере – революции, скачкообразный курс 
валюты. Современная наука начинает исследовать ха-
отические явления, которые характеризуются тремя 
параметрами: существенная зависимость от началь-
ных условий (эффект бабочки), транзитивность и всю-
ду плотность периодических точек. 

Креативность мы понимаем в самом широком 
смысле, как способность к творчеству, и ставим своей 
целью в данной статье развивать это понятие при из-
учении хаотических отображений.

Основатель синергетики Герман Хакен отмечает: 
«Этот тип явлений [хаос] обнаружен к настоящему 
времени в совершенно различных областях иссле-
дований, простирающихся от физики до биологии». 

Поэтому мы считаем, что обучаемым полезно 
знакомиться с элементами хаоса как можно раньше, 
что обогатит их интуитивное представление о не-
линейном мире и хаотических явлениях, позитивно 
влияя на развитие их креативности.

Исследованиям хаоса, фракталов и креативно-
сти посвящены многочисленные работы, среди ко-
торых отметим труды Р.М. Кроновера, Б. Мандель-
брота, Дж. Минлора, Х.О. Пайтгена, В.С. Секованова, 
М. Шредера, Г. Шустера и др.

Изучение хаотических отображений, моделирую-
щих элементы хаоса, на наш взгляд, эффективно изу-
чать, выполняя многоэтапное математико-информа-
ционное задание (ММИЗ).

Мы рассматриваем ММИЗ как специально состав-
ленную последовательность задач, упражнений, про-
блем и дидактических ситуаций, которые соединяют 
друг с другом: 

а) различные виды творческой математической 
деятельности;

б) проведение компьютерных экспериментов;
в) выполнение лабораторных работ по математике;
г) поиск информации в Интернете;
д) креативные качества студентов;
е) создание художественных композиций с помощью 

аттракторов хаотических отображений (фракталов).

tasks are noted. A scheme is constructed-a plan for the implementation of a multi-stage mathematical and informational task. 
Examples of chaotic maps on both real and complex planes are given. The aesthetics of the Julia sets are indicated, with 
the help of which students are invited to create artistic compositions. The integration of mathematics and programming is 
noted. The creative qualities the students master in the process of performing a multi-stage mathematical and informational 
task are revealed.
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Отметим, что при выполнении ММИЗ:
1. У студентов формируется способность к аб-

страктному мышлению, поскольку они анализируют 
этапы изучения дисциплин, проявляют готовность 
к саморазвитию, самореализации, использованию 
творческого потенциала, развивают способность 
применять углубленные знания в области приклад-
ной математики и информатики, изучая нелинейные 
динамические системы.

2. У студентов развивается способность и фор-
мируются навыки к преподаванию элементов тео-
рии хаоса и информатики в общеобразовательных 
организациях среднего образования и образователь-
ных организациях высшего образования, поскольку 
они изучают хаотические функции последовательно 
по разработанной преподавателем методике;

3. Студенты оказываются в творческой лаборато-
рии. Они выступают в роли математика, программи-
ста, компьютерного художника и пользователя ло-
кальных и глобальных сетей. Парадигма разработки 
и выполнения ММИЗ «Изучение хаотических явле-
ний как средство развития креативности студентов» 
возникла в связи с потребностью создания методики 
исследования нелинейных отображений. Она основа-
на на идее создания ММИЗ для углубленного изуче-
ния дисциплин с использованием информационных 
и коммуникационных дисциплин (ИКТ).

Схема-план данного ММИЗ представлена на ри-
сунке (рис. 1).

Этап 1. Перед выполнением ММИЗ студенту по-
лезно познакомиться с понятием хаос и фрактал, ана-
лизируя сайты и дополнительную литературу. Теория 
хаоса и фрактальная геометрия в настоящее время 
бурно развиваются. Как оказалось, между фрак-
тальными множествами и хаосом существует тес-
ная связь. Следуя Кроноверу, приведем определение 
хаотичного отображения по Девани [Кроновер: 169].

Функция f называется хаотической на множестве 
F, если справедливы следующие правила:

(i) Если для любой пары U, V открытых мно-
жеств существует такое n ≥ 0, что пересечение 
f U Vn     не является пустым множеством (тран-

зитивность).
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(ii) Периодические точки f в F (точки, для кото-
рых f x xp      при некотором положительном це-
лом p) плотны в F.

(iii) f имеет существенную зависимость от на
чальных условий; то есть существует число δ > 0 такое, 
что для любого x из F имеются точки y в F, как угодно 
близкие к x, такие, что | |f x f yk k           для не-
которого k. Таким образом, точки, первоначально 
близкие друг к другу, не остаются близкими при ите-
рациях f.

Как оказалось, условие (iii) является избыточным. 
То есть из (i) и (ii) следует (iii) [Кроновер: 170].

Студентам полезно познакомиться с первыми при-
мерами хаотических явлений, обнаруженными в про-
шлом веке. Одним из первых наблюдал хаос Лоренц. 

Система Лоренца – непрерывная динамическая 
система, которую сейчас уже можно назвать знаме-
нитой, – была исследована американским метеоро-
логом-теоретиком Эдвардом Лоренцем в 1961 г. Она 
создавалась с целью построить упрощённую модель 
атмосферной конвекции для решения вопроса о том, 
возможен ли долгосрочный прогноз погоды. Он на-
писал компьютерную программу для решения следу-
ющей системы дифференциальных уравнений:

   
   
   







x x y
y rx y xz
z bz xy

   
   10 28 8

3
, ,r b

Согласно описанию эксперимента Лоренц вычис-
лял значения решения в течение длительного време-
ни, а затем изменил счет. Его заинтересовала особен-
ность решения, которая возникала где-то в середине 
интервала счета, и поэтому он повторил вычисле-
ния. Лоренц слегка изменил начальные условия. Но-
вые величины отличались от старых на ничтожную 
величину. Он вновь повторял и проверял вычисле-
ния, прежде чем осознал важность эксперимента. То, 
что он наблюдал, называется существенной зависи-
мостью от начальных условий – основной характе-
ристикой хаотического движения.

Рис. 1. Схема-план ММИЗ
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Выполнение многоэтапного математико-информационного задания «Хаотические отображения»...
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Сам Лоренц разъяснил свое исследование 
в 1979 году, опубликовав статью с оригинальным 
названием: «Предсказуемость: может ли взмах кры-
лышек бабочки в Бразилии привести к образованию 
торнадо в Техасе?»

Аттрактор, который он получил, в настоящее вре-
мя носит имя Лоренца.

Студентам полезно узнать, что аттрактор Лорен-
ца ограничен, имеет фрактальную структуру и обла-
дает определенного типа симметрией.

Студенты должны убедиться, что хаотичные ото-
бражения проявляются и в дискретных динамиче-
ских системах. Так, например, им следует доказать, 
что простейшая нелинейная функция f z z   2  ха-
отична на своем множестве Жюлиа – единичной 
окружности с центром в начале координат.

При исследовании данной функции студенты 
убеждаются, что итерации разводят на значитель-
ное расстояние орбиты двух точек, расположенных 
сколь угодно близко друг к другу (существенная за-
висимость от начальных условий). Поскольку каж-
дая итерация увеличивает длину дуги в два раза, 
то с некоторого момента окружность окажется под-
множеством образа дуги некоторой итерации, и бу-
дет иметь место транзитивность. И, наконец, всюду 
плотность периодических точек будет выполняться, 
поскольку периодические ненулевые точки любого 
порядка – отталкивающие и находятся на единичной 
окружности, распределяясь на ней равномерно. Все 
эти ненулевые периодические точки будут отталки-
вающими, и их совокупность образует всюду плот-
ное подмножество на единичной окружности. Та-
ким образом, квадратичная функция будет хаотична 
на единичной окружности.  

Студенты должны усвоить, что далеко не каждая 
функция хаотична, показав, например, что линейное 
отображение не будет хаотично на отрезке F   0 1;  . 
Действительно, положим: f x x( )  2 1 , а F   0 1;  . 
Заметим, что f x x( ) ( )2 4 3  , f x x( ) ( )3 8 7  , … 
f x pxp p( ) ( ) ( )  2 2 1 , периодическими точками 

для данной функции будут точки вида x
p

p

 2 1
2

, 

p ∈ N. Очевидно, что данные точки не являются всю-
ду плотными на отрезке F   0 1; . Следовательно, 
заданная функция не хаотична на отрезке F   0 1; .

Этап 2. На данном этапе студентам следует по-
знакомиться с хаотичностью на модифицирован-
ном множестве Кантора Kn  тентообразной функ-

ции f x
n x x

n n x x
n ( )

,

,


 

  










1
2

1
2

.

Покажем, что выполняются (i), (ii), (iii). Проверим 
сначала существенную зависимость от начальных ус-

ловий. Возьмем x K n∈ ,   1
3

 и произвольное δ > 0. 

Пусть U – открытое множество, содержащее точку x. 
Тогда существуют такие числа nδ ∈ N, α ∈ R, β ∈ R, 
x U [ ; ]   и [ ; ] 


 Kn

n  (здесь [ ; ]   – один 
из составляющих отрезков множества Kn

n
δ

).
Студентам полезно самостоятельно пока-

зать, что fn
n( ) ([ ; ]) [ ; ]    0 1 , где f xn

n( ) ( )δ  есть ли-
нейная функция на отрезке [ ; ]  , принимаю-
щая на его концах значение, равное либо нулю, 
либо единице. Так как   Kn

n ,   Kn
n , то либо 

f f xn
n

n
n( ) ( )( ) ( )    1

3
, либо f f xn

n
n
n( ) ( )( ) ( )    1

3
 . 

Существенная зависимость от начальных условий 
для функции f xn ( )  установлена.

Проверим теперь транзитивность отображе-
ния fn . Пусть U, V – открытые множества в Kn. 
Тогда существуют такие n0 ∈ N, α1 ∈ R, β1 ∈ R : 
[ ; ] 1 1  U  и [ ; ] 1 1 0

 Kn
n . Кроме того, суще-

ствуют такие m0 ∈ N, α2 ∈ R, β2 ∈ R, что [ ; ] 2 2  V  
и [ ; ] 2 2 0

 Km
n . Поскольку fn

n( ) ([ ; ]) [ ; ]0
1 1 0 1    , 

а 0 12  , 0 12  , то пересечение f U Vn
n( ) ( )0 ∩  

не пусто.
Здесь студентам предлагается подробно прове-

сти все выкладки.
В качестве упражнения студентам полезно пред-

ложить показать всюду плотность периодических то-
чек на множестве Кантора.

Обобщением тентообразной функции является 
двумерное модифицированное преобразование Эно, 

задаваемое функцией T
x
y

ax y
bx

n

n

n






  












1 2
1

 n = 1, 2, 

3 … При n = 1 получим классическое преобразование 

Эно T
x
y

ax y
bx1

21






 





. Отметим, что при n > 1 не-

линейны обе переменные в отличие от классическо-
го преобразования Эно.

Компьютерная программа строит аттрактор Эно 
при различных значениях параметра a, n = 4, b = 0,3.

Возьмем, например, а = 0,5 и получим аттрактор 
Эно (рис. 3) c наличием признака хаоса.

Суть компьютерного эксперимента: рассматрива-

ется точка 
0
0





 и исследуется ее орбита.

Здесь студентам следует исследовать аттрактор 
Эно при различных значениях параметров и опреде-
лить те значения параметров, когда начинают наблю-
даться признаки хаоса. 

Этап 3. Интересные примеры хаотических 
отображений наблюдаются для функций ком-
плексной переменной. Установим хаотичность 
функции h z z( ) = 2  на единичной окружности 
S. Заметим, что если x ei  , то h x en in( ) ( )   2 

 . 
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Возьмем δ > 0,   2
3

. Пусть x S∈ . Найдем та-

кие n N   и y e Sn

i n




 

 







3 2 , чтобы выпол-

нялись условие расстояния  


( , )x yn  . Тогда 

h x en in( ) ( )
   2  и h y e en

n

i in
n

n
( ) ( )






 
 

 








  



 

2
3 2

2
3  

и   


h x h yn n

n
( ) ( )( ), ( )    1 2

3
. Следовательно, 

h(z) обладает существенной зависимостью от началь-
ных условий на S.

Проверим транзитивность отображения h(z) на S. 
Пусть U и V – открытые множества в S. Нетрудно 
заметить, что существует такое n, что h U Sn( ) ( ) ⊃

 . 
Следовательно, h U Vn( ) ( )  не пусто и транзитив-
ность h(z) доказана. 

Всюду плотность периодических точек будет вы-
полняться. Как уже отмечалось, периодические точ-
ки любого порядка будут находиться на единичной 
окружности и распределяться на ней равномерно. Все 
эти ненулевые периодические точки будут отталкива-
ющими, и их совокупность образует всюду плотное 
подмножество на единичной окружности. Таким об-
разом, квадратичная функция будет хаотична на еди-
ничной окружности.  

Студенты здесь должны выполнить полностью 
все математические выкладки и построить множе-
ство Жюлиа функции h z z( ) = 2 .

Покажем, что для функции f z z( )  2 2  множе-
ством Жюлиа будет отрезок  2 2; , на котором дан-
ная функция хаотична. Заметим сначала, что если 
z x R  , то множество значений E(f) функции f, за-
данной на отрезке  2 2; , также содержится в дан-
ном отрезке ( ([ ; ]) [ ; ])f   2 2 2 2 (рис. 4).

Рассмотрим отображение h w w
w

( )   1
. Заметим, 

что z h w= ( )  отображает единичную окружность S 
радиуса 1 с центром в начале координат w  1  
на отрезок  2 2; . Действительно, пусть w ei  , 
 [ ; ]0 2  . Тогда, используя формулы Эйлера, по-
лучим:

z h w h e e
e

i

i

i i
i      

    

( ) ( ) cos( ) sin( )

cos( ) sin( ) c

 
  

 

1

2 oos( ).

 

Таким образом, если  [ ; ]0 2 , w e Si 
 , 

то 2 2 2cos( ) ;    . Отметим, что 2cos( )θ  имеет 
два прообраза w ei1 

 , w e i
2 

  . Далее, если w S∉
 , 

то z h w   ( ) ;2 2 . Действительно, если z   2 2;  

и z h w w
w

  ( ) 1 , тогда получим w wz2 1 0  
 . 

Согласно теореме Виета корни этого уравнения w1, 
w2 удовлетворяют равенству w w1 2 1 

 . Посколь-
ку z   2 2; , то w S1 ∉ , w S2 ∉  и либо w1 1>

 , 
либо w2 1>  (то есть одно из решений уравнения 

Рис. 3. Наличие признаков хаоса орбиты точки 
0
0





 при a = 0,5, b = 0,3

Рис. 4. График функции f z z( )  2 2

Выполнение многоэтапного математико-информационного задания «Хаотические отображения»...



130 Вестник КГУ    2022 

ПРОФЕССИОНАЛЬНОЕ ОБРАЗОВАНИЕ

w wz2 1 0    лежит внутри единичного круга, а дру-

гое – вне его). Нетрудно проверить, что h w w
w

( )   1
 

отображает внешность замкнутого единичного круга 
изоморфно на дополнение C \ ; 2 2 . Далее имеем: 

h w w
w

w
w

h w f h w( ) ( ) ( ( ))2 2
2

2
21 1 2 2   



      . 

Рассмотрим орбиту точки z h w= ( ) , w > 1
 . Имеем: 

f h w f f h w f h w

h w w
w

w
w

( ) ( ( )) ( ( ( ))) ( ( ))

( ) .

2 2

4 4
4

2
2

1 12

2

  

    

Далее находим 
f h w f f h w f h w

h w w
w

w
w

3 2 4

8 8
8

2
2

1 13

3

               
        .

Аналогично, продолжая данный процесс, получим 

f h w f f h w w
w

n n n

n
( ) ( )( ( )) ( ( ( )))  1 2

2

1  и т. д. Таким 

образом, если z   2 2; , то

lim ( ( )) lim ( ) lim .( ) ( )

n

n

n

n

n
f h w f z w

w
n

n  
      




 2

2

1

Поскольку ( ([ ; ]) [ ; ])f   2 2 2 2 , то для каждого 
z   2 2; орбита точки z h w= ( )  ограничена. Та-
ким образом, 
j f z C f z nn( ) : ( ) , ; .( )          2 2

То есть множество Жюлиа для функции f z z( )  2 2  
является отрезок  2 2; .

Как известно, множество Жюлиа является замы-
канием периодических отталкивающих точек порож-
дающей его функции. Доказана всюду плотность пе-
риодических точек.

Докажем теперь транзитивность. Извест-
но, что если   J f( ) , то J f( )  является за-

мыканием ( ) ( ))( )f n

n






1

1




. Пусть U, V – откры-

тые множества в множестве J f( ) . Пусть точка 
ω  принадлежит множеству V j f   . Поскольку 

J f f n

n
( ) ( ) ( ))( ) 




1

1




 , то существует такое натураль-

ное число n, что f Un( )   1



 не пусто. Пусть точ-

ка u f Un   ( ) 1



. В таком случае f un       . 

Поскольку  V , то множество f U Vn   


 не пус-
то и транзитивность доказана. В силу [1] для функции 
f z z   2 2  существенная зависимость от началь-

ных условий вытекает из транзитивности и всюду 
плотности периодических отталкивающих точек. Та-
ким образом, функция f z z   2 2  хаотична на от-
резке [ ; ]−2 2 .

Студенты должны все выкладки изложить под-
робно. 

Этап 4. Студентам следует убедиться, что  при  
определении хаоса должны выполняться некоторые 

условия. Например, условие, требующее вложения 
образа пространства Х в это пространство как его под-
множество при преобразовании f xn ( )

 . Действитель-
но, f xn ( )  должна удовлетворять условию f X Xn ( ) ⊆

 . 
Если данное условие не будет выполнено, то хао-
тичности данной функции на множестве X может 
не быть. Покажем, например, что на отрезке [ ; ]0 1  
функция f x3 ( )  хаотичной не будет. Возьмем откры-

тые множества V  



0 1

10
;  и U  





11
30

19
30

;  . Пусть 

точка y U∈ . Возможны два случая: 1) 
11
30

1
2

< <y  

и 2) 1
2

19
30

< <y .

В первом случае имеем f y y3 3( ) = . Таким обра-

зом, 11
10

3
23< <f y( ) . Далее, f y f y3

2
33 3 0( ) ( ) ( )  

 . 

Следовательно,  f y3
3 0( ) ( ) < ,  f y3

4 0( ) ( ) < ,  …, 
f yn

3 0( ) ( ) < , … 
Во втором случае имеем f y y3 3 3( )   . Таким 

образом, и в данном случае 1 1
10

11
23< <f y( )  . Да-

лее, f y f y3
2

33 3 0( ) ( ) ( )   . Следовательно, имеем 
f y3

3 0( ) ( ) < , f y3
4 0( ) ( ) < , …, f yn

3 0( ) ( ) < , … 
Таким образом, для каждого натурально-

го  n ≥ 2  ,  f U Vn
3
( ) ( )   .  Если z f U∈ 3 ( ) , 

то z > 1. Следовательно, f U V3 ( )   . Наконец, 
f U V U V3

0( ) ( )     . Таким образом, нарушается 
условие транзитивности. И, следовательно, функция 

f x
x x

x x
3

3 1
2

3 3 1
2

( )
,

,


 

  










не является хаотичной на отрезке 0 1;  .

Рис. 5. Дракон 
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Для развития креативности студентам полезно 
предложить следующие задачи:

1. Найти множество Жюлиа функции f z z z   3 3 .
2. Разработать алгоритм построения множества 

Жюлиа функции, указанной в п. 1.
3. Показать, что указанная в п. 1 функция хаотич-

на на своем множестве Жюлиа.
Множества Жюлиа являются одними из самых 

красивых математических объектов. Здесь студентам 
следует предложить создать несколько художествен-
ных композиций с использованием множеств Жюлиа.

Например, они могут изобразить композиции, по-
добные изображенным на рисунке 5 «Дракон» и ри-
сунке 6 «Спрут».

Дадим краткое описание создания художествен-
ных композиций с помощью заполняющих мно-
жеств Жюлиа. Композиция (рис. 5) получена на-
ложением двух множеств: классического фрактала 
«Снежинка Коха» и заполняющегося множества 
Жюлиа, полученного при итерировании функции 
f z z i( ) , ,   3 0 15 0 827 . Построение композиции 

происходит с помощью среды программирования 
Delphi и графического редактора Adobe Photoshop:

1) в среде Delphi строятся с помощью соответству-
ющих программ каждый из вышеуказанных фракталов;

2) с помощью Adobe Photoshop данные фракталы 
налагаются друг на друга.

2) заполняющее множество Жюлиа, полученное 
при итерировании функции f z z i( ) , ,   3 0 15 0 827

 , 
поворачивается на 180º.

Использование ИКТ при построении множеств 
Жюлиа дает возможность визуализировать матема-
тические объекты, которые в большинстве случаев 
невозможно построить без компьютерных средств.

В заключение отметим, что при выполнении дан-
ного ММИЗ у студентов развиваются такие креатив-
ные качества, как гибкость, критичность и ориги-
нальность мышления, совершенствуется интуиция 
и вырабатывается мотивация как к математике, так 
и к информатике. При изучении хаотических отобра-
жений интеграция математики и программирования 
очевидна, что указывает студентам на неразрывную 
связь данных дисциплин.
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