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Аннотация. Статья посвящена использованию понятия комплексного числа в школьном курсе математики. До недавне-
го времени тематика комплексных чисел не включалась в государственную итоговую аттестацию, но осваивалась 
в классах с углубленным изучением математики. В связи с введением в перспективную модель единого государ-
ственного экзамена задачи, связанные с этим понятием, ныне приобретают острую актуальность. В статье в первую 
очередь затрагивается анализ изложения материала в школьных учебниках, в особенности понятия комплексного 
числа. Затем приведено несколько примеров решения задач, которые были представлены в перспективной моде-
ли единого государственного экзамена по математике, причем с использованием как аналитической, так и геоме-
трической интерпретации комплексного числа. Кроме того, показываются различные подходы к решению задания 
как алгебраическими (метод оценки) и геометрическими (нахождение высоты в треугольнике, метод подобия, ме-
тоды аналитической геометрии) методами, а также методами математического анализа (нахождение наибольшего 
или наименьшего значения с помощью производной). Статья также содержит некоторые методические рекоменда-
ции для подготовки по данной теме и систему заданий, которую можно предложить как учителям при подготовке 
к экзамену, так и обучающимся для закрепления навыков решения заданий подобного типа.
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Для цитирования: Бабенко А.С., Марголина Н.Л., Матыцина Т.Н., Смирнова А.О., Ширяев К.Е. Комплексные числа 
в школьном курсе математики и в перспективной модели ЕГЭ // Вестник Костромского государственного универ-
ситета. Серия: Педагогика. Психология. Социокинетика. 2022. Т. 28, № 2. С. 60–68. https://doi.org/10.34216/2073-
1426-2022-28-2-60-68

Research Article

COMPLEX NUMBERS IN THE SCHOOL COURSE OF MATHEMATICS  
AND IN THE PERSPECTIVE MODEL OF THE FINAL EXAM

Alena S. Babenko, Candidate of Pedagogic Sciences, Kostroma State University, Kostroma, Russia, alenbabenko@yandex.ru, 
https://orcid.org/0000-0001-6267-0497

Natalia L. Margolina, Candidate of Physical and Mathematical Sciences, Kostroma State University, Kostroma, Russia, 
nmargolina@mail.ru, https://orcid.org/0000-0002-8593-2987

Tatyana N. Matytsina, Candidate of Physical and Mathematical Sciences, Kostroma State University, Kostroma, Russia,  
t_matycina@ksu.edu.ru, https://orcid.org/0000-0003-1090-003X

Alena O. Smirnova, Kostroma State University, Kostroma, Russia, aleosmir@mail.ru, https://orcid.org/0000-0002-9039-8192
Kirill E. Shiryaev, Candidate of Physical and Mathematical Sciences, Kostroma State University, Kostroma, Russia,  

shiryaev4@yandex.ru, https://orcid.org/0000-0002-5495-6820

© Бабенко А.С., Марголина Н.Л., Матыцина Т.Н., Смирнова А.О., Ширяев К.Е., 2022



61Педагогика. Психология. Социокинетика    № 2 

Математика – наука многогранная. Многие 
математические дисциплины совершенно 
не похожи одна на другую, и только на вы-

соком уровне познания открывается некое единство. 
В то же время о связи математических дисциплин 
ведется много интересных и продуктивных дискус-
сий [Бабенко, Марголина, Матыцина, Ширяев, 2019г: 
11; Бабенко, Марголина, Матыцина, Ширяев, 2019б: 
130; Бабенко, Марголина, Матыцина, Ширяев, 2019а: 
14]. При этом серьезное математическое образова-
ние (как и любое образование вообще) обеспечива-
ется непрерывностью математических дисциплин, 
начиная от арифметики в начальной школе (а луч-
ше еще раньше) и далее через школьные алгебру, на-
чала анализа и геометрию сквозь институтские про-
граммы (которые, увы, подвергаются все большим 
и большим «оптимизациям», приводящим к сокра-
щению часов) к совсем уж специальным и экзотиче-
ским математической логике и теории чисел. Заме-
тим, что последние дисциплины, считающиеся даже 
среди большинства математиков самыми сложными, 
в то же время являются и самыми понятными на эле-
ментарном, скорее даже подсознательном уровне, по-
скольку именно с арифметики (операции с числами, 
чем не примитивная теория чисел) и простейших ма-
тематических задачек «на логику» и начинается ма-
тематическое образование ребенка (о непрерывности 
математического образования можно прочитать, на-
пример, в [Бабенко, Кузнецова, Ширяев: 10; Бабенко, 
Марголина, Матыцина, Ширяев, 2019в: 133; Агее ва, 
Матыцина, Ширяев: 109]).

Одним из ключевых вопросов здесь является про-
блема соответствия вводимых математических по-
нятий уровню математического образования обуча-
ющегося. Например, введение комплексных чисел 
при изучении квадратных уравнений, скорее всего, 
приведет к «каше» в голове ученика, а вот когда учени-
ки привыкнут к тому, что при отрицательном дискри-
минанте решений нет, демонстрация корня из отрица-
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of a complex number. In addition, various approaches to solving the problem are shown, both algebraic (estimation method) 
and geometric (finding the altitude in a triangle, similarity method, methods of analytical geometry) methods, as well as 
methods of mathematical analysis (finding the largest or smallest value using the derivative). The article also contains some 
methodological recommendations for preparing on this topic and a system of tasks that can be offered both to teachers in 
preparing for the exam, and to pupils to consolidate the skill of solving tasks of this type.
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тельного числа, скорее всего, их заинтересует (более 
подробно об этом см.: [Бабенко, Марголина, Матыци-
на, Ширяев, 2020: 154]). Вообще, комплексные чис-
ла – одна из наиболее ярких тем, где даже на школь-
ном уровне хорошо видна связь анализа и геометрии 
при некой специфичности самого объекта изучения.

В 2021 годы была опубликована Перспектив-
ная модель контрольно-измерительных материа-
лов (КИМ) единого государственного экзамена (ЕГЭ) 
по математике 2022 года [Перспективные модели: 1], 
в которой появилось задание, связанное с комплекс-
ными числами. Данная тема изучается в программе 
10–11 классов с углубленным изучением математики 
и включена в учебники, соответствующие требовани-
ям Федерального государственного образовательно-
го стандарта среднего общего образования. Заметим, 
что тема «Комплексные числа» не нова для школьной 
математики, однако она становится более актуальной 
при освоении школьного курса алгебры в связи с бу-
дущим включением задания по данной теме.

Согласно примерной основной образовательной 
программе среднего общего образования в разделе 
«Числа и выражения» на углубленном уровне отмеча-
ется, что выпускник получит возможность научиться 
применять при решении задач простейшие функции 
комплексной переменной как геометрические пре-
образования, при этом иметь базовые представления 
о множестве комплексных чисел [Примерная основ-
ная образовательная программа: 96].

При изучении математики на углубленном уровне 
предъявляются требования, соответствующие направ-
лению «Математика для профессиональной деятель-
ности»; вместе с тем выпускник получает возмож-
ность изучить математику на гораздо более высоком 
уровне, что создаст фундамент для дальнейшего се-
рьезного изучения математики в вузе.

По теме «Комплексные числа» обучающиеся 
получают первичные представления о множестве 
комплексных чисел; учатся выполнять действия 
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с комплексными числами, находить комплексно со-
пряженные числа, модуль и аргумент числа, запи-
сывать в тригонометрической форме комплексные 
числа; решать уравнения в комплексных числах. 
Данная тема расширяет у обучающихся представ-
ление о числе, которое является абстрактным поня-
тием и формировалось у общества тысячелетиями.

Во всех учебниках с грифом ФГОС и без него из-
лагается теоретический материал и приводится си-
стема заданий по данным подтемам, а также задания 
по изображению кривых и областей на комплексной 
плоскости. Отличительной особенностью по изложе-
нию данной темы в учебниках является определение 
комплексного числа, но во всех – дается алгебраиче-
ская форма комплексного числа, что является очень 
важным при выполнении задания в ЕГЭ, где необхо-
димо выполнить вычисления и преобразования (со-
гласно спецификации КИМ по математике).

Комплексные числа определяются через ближай-
ший род и видовое отличие. В качестве ближайшего 
рода выбирается:

– элемент множества комплексных чисел, при этом 
множество комплексных чисел вводится аксиомати-
чески (упорядоченная пара вещественных чисел с за-
данными на нем операциями сложения и умножения, 
удовлетворяющие нескольким условиям) [Пратусе-
вич: 217; Алгебра 2009: 380; Виленкин: 188];

– вектор с началом в начале координат [Алгебра 
2019: 119];

– алгебраическая форма комплексного числа [Морд-
кович: 243; Муравин: 204; Колягин: 101].

Чтобы проверить, на каком уровне сформирова-
ны предметные образовательные результаты у обу-
чающихся по теме «Комплексные числа», и понять, 
насколько они усвоили само понятие комплексных 
чисел и действия над ними, было введено задание 
в КИМ ЕГЭ по математике 2022 г. в Перспективной 
модели. Рассмотрим пример номер 11 такого задания 
из демонстрационного варианта [Перспективные мо-
дели: 3]. Приведем различные варианты и подходы 
к его решению.

Задание 11. Про комплексное число z известно, 
что 4 7 4z i z i− − = + − . Найдите наименьшее зна-
чение z .

Реш е н и е .  Р а с с м о т р и м  р а в е н с т в о
4 7 4z i z i− − = + − . Для работы с данным равен-

ством будем использовать определение комплексно-
го числа, согласно которому z = x+iy , где 

, , 1x y R i∈ = − . Выполним замену в данном равен-

с т в е .  П о л у ч и м  в ы р а ж е н и е  в и д а : 

4 7 4x iy i x iy i+ − − = + + − . Выделим действитель-

ную и мнимую части комплексных чисел, располо-
женных под знаком модуля

( ) ( ) ( ) ( )4 7 4 1x i y x i y− + − = + + −

и воспользуемся определением модуля комплексно-
го числа

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 24 7 4 1x + y = x+ + y− − − .

Возведем обе части данного равенства в квадрат:

( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2
2 2 2 24 7 4 1x y x y− + − = + + − .

Получим ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 24 7 4 1x + y = x+ + y− − − .

Теперь воспользуемся формулами сокращенного 
умножения и приведем подобные слагаемые:

2 8 16 14 49 8 16 2 12 2 2x x+ + y y+ = x + x+ + y y+− − − ;

8 14 49 8 2 1;x y+ = x y+− − −

16 12 48 0x y+ =− − ;

4 3y 12 0x+ =− ;
44
3

y = x− .

Получили уравнение прямой. Вывод: множество всех 
комплексных чисел z, удовлетворяющих равенству 

4 7 4z i z i− − = + − , изображаются на координат-
ной плоскости прямой, заданной уравнением 

44
3

y = x− .

Рассмотрим модуль комплексного числа, по опре-
делению 2 2z x y= + .  Выполним замену: 

44
3

y = x−  . Тогда имеем 
2

2 44
3

z x x = + −  
. Рас-

кроем скобки и приведем подобные слагаемые:
2

2 2 2

2

4 32 164 16
3 3 9

25 32 16.
9 3

z x x x x x

x x

 = + − = + − + =  

= − +

Далее решение данной задачи возможно несколь-
кими способами.

I способ решения. 
По условию задачи необходимо найти наимень-

шее значение z , поэтому преобразуем подкоренное 
выражение, выделив полный квадрат, и выполним 
оценку z .

2

2 2 2

2 2 2

25 32 16
9 3

5 5 16 16 162 16
3 3 5 5 5

5 16 16 1616 16
3 5 5 5

16 9 4 316 1 16 2,4.
25 25 5

z x x

x x

x

= − + =

     = − ⋅ ⋅ + − + =          

     = − + − ≥ − =          

⋅ = ⋅ − = ⋅ = =  
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2

2 2 2

2 2 2

25 32 16
9 3

5 5 16 16 162 16
3 3 5 5 5

5 16 16 1616 16
3 5 5 5

16 9 4 316 1 16 2,4.
25 25 5

z x x

x x

x

= − + =

     = − ⋅ ⋅ + − + =          

     = − + − ≥ − =          

⋅ = ⋅ − = ⋅ = =  

Таким образом, получили оценку модуля ком-
плексного числа, а именно 2,4z ≥ . А значит, наи-
меньшее значение z  равно 2,4.

Ответ: 2,4
II способ решения. 
Будем рассматривать модуль комплексного числа 

z как функцию одной действительной переменной x, 
где x R∈ . По условию задачи необходимо найти наи-
меньшее значение z , то есть наименьшее значение 

функции ( ) 225 32 16
9 3

f x = x x+− . Так как функция 

y x=  возрастающая, а подкоренное выражение по-

ложительно при всех значениях переменной x, то за-
данная функция ( )f x  достигает наименьшего значе-

ния в той точке, в которой достигает наименьшего 

значения подкоренное выражение 225 32 16
9 3
x x+− .

Р а с с м от р и м  к ва д р ат и ч н у ю  фу н к ц и ю 
225 32 16

9 3
y = x x+− . Графиком является парабола, 

ветви которой направлены вверх (так как 25 0
9

a= >  ). 

А значит, данная функция достигает наименьшего 
значения в вершине параболы. Найдем 

, тогда

248 25 48 32 48( ) 16
25 9 25 3 25

256 512 256 14416 16 .
25 25 25 25

в вy = y x = y = + =

+ = + =
 

Следовательно, наименьшее значение заданной 

функции ( ) 225 32 16
9 3

f x = x x+− будет равно 

0

144 12 2,4
25 5

f = = = .

Таким образом, наименьшее значение z  равно 2,4.
Ответ: 2,4.
III способ решения.
Так же как и во втором способе, введем в рассмо-

трение функцию ( ) 225 32 16
9 3

f x = x x+− , которая 

определена на множестве всех действительных чи-
сел. Для отыскания наименьшего значения этой 
функции сначала необходимо найти ее производную:

( ) 2

2

2

25 32 16
9 3

25 322
9 3

25 322 16
9 3
50 32
9 3 .

25 322 16
9 3

f x = x x+ =

x
=

x x+

x

x x+

′
 

−′   

⋅ −
=

⋅ −

⋅ −
=

⋅ −

Далее, найдем нули производной:

2

2

50 32
9 3 0   

25 322 16
9 3

50 32 0,
9 3

25 32 16 0.
9 3

32 9 48 .
3 50 25

x
=

x x+

x =

x x+

x= =

⋅ −
⇒

⋅ −

 ⋅ −⇒ ⇒
 − ≠

⇒ ⋅

Определим знаки производной функции ( )f x  
и изобразим на числовой прямой (см. рис. 1).

   

Рис. 1

Функция достигает своего наименьшего значе-

ния в точке 48
25minx = . Найдем наименьшее значение 

функции:

( )
2

48
25

25 48 32 48 256 51216 16
9 25 3 25 25 25

256 144 1216 2,4.
25 25 5

minf x = f =

+ = + =

+ = = =

 
  

 = ⋅ − ⋅ −  

= −

Таким образом, наименьшее значение z  равно 
2,4.

Ответ: 2,4.
IV способ решения.
Используем геометрические соображения. Так 

как множество всех комплексных чисел z, удовлетво-
ряющих равенству 4 7 4z i = z+ i− − − , изобража-
ются на координатной плоскости прямой, заданной 

уравнением 44
3

y = x−  (см. рис. 2), а по условию за-

Комплексные числа в школьном курсе математики и в перспективной модели ЕГЭ
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дачи необходимо найти наименьшее значение моду-
ля z , которое является расстоянием от начала коор-
динат до точки, лежащей на данной прямой l, 
то наименьшее значение z  – кратчайшее расстояние 
от начала координат до данной прямой, то есть дли-
на перпендикуляра, опущенного из начала координат 
на прямую l.

Рис. 2

Для нахождения длины перпендикуляра рассмо-
трим треугольник ОАВ (см. рис. 3).

Рис. 3

Найдем точки пересечения прямой с осями коор-

динат. Если х = 0, то 44 0 4
3

y = − ⋅ = , следовательно, 

ОВ = 4. Если у = 0, то 40 4 ,
3

= x− , 3x =  следователь-

но, ОА = 3. Тогда по теореме Пифагора можно найти 
АВ, длина которого равна 5. Теперь найдем площадь 
треугольника ОАВ двумя способами, как полупроиз-
ведение катетов прямоугольного треугольника 
и как полупроизведение высоты и гипотенузы, далее 
приравняем их.

1 13 4 5 ;
2 2
5 12;

12 ;
5

2,4.

h

h

h

h

⋅ ⋅ = ⋅ ⋅

=

=

=

1 13 4 5 ;
2 2
5 12;

12 ;
5

2,4.

h

h

h

h

⋅ ⋅ = ⋅ ⋅

=

=

=

Таким образом, наименьшее значение z  равно 2,4.
Ответ: 2,4.
V способ решения.
Заметим, что левая часть данного равенства 
4 7z i R− − =  – это множество точек M (x, y), лежа-

щих на окружности с центром в точке O1 (4; 7) радиу-
са R, а правая часть 4z i R+ − =  – это множество то-
чек M (x, y), лежащих на окружности с центром 
в точке O2 (–4; 1) радиуса R. Тогда данное равенство 

4 7 4z i z i− − = + −  задает множество точек, равно-
удаленных от O1 и O2. Это множество точек распола-
гается на серединном перпендикуляре l к отрезку 
O1O2. Имеем, что z r=  – множество точек с центром 
в точке O (0; 0) радиуса r. Так как по условию необ-
ходимо найти наименьшее значение модуля z , 
то следует найти радиус окружности z r= , для ко-
торой прямая l является касательной. Из этого выте-
кает, что нужно найти расстояние от точки O (0; 0) 
до прямой l. Вот здесь можно рассуждать разными 
способами. Приведем два варианта дальнейшего ре-
шения.
1-й способ. Составим уравнение прямой l. Пря-

мая l перпендикулярна O1O2 и проходит через сере-
дину S отрезка O1O2. Знаем, что координаты точек 

O1 (4; 7), O2 (–4; 1), тогда ( )4 4 1 7; 0; 4
2 2

S S− + +  ⇒  
 . 

Составим уравнение прямой O1O2, заданной двумя 
точками O1 и O2. 

1 1
1 2

2 1 2 1

:

4 7 4 7
4 4 1 7 8 6

36 8 32 0 4.
4

x x y y
O O

x x y y
x y x y

x y y x

− −
= ⇒

− −
− − − −⇒ = ⇒ = ⇒

− − − − −

⇒ − + = ⇒ = +

Составим уравнение прямой l, перпендикулярной 
прямой O1O2 и проходящей через точку S.

4: 4 4 3 12 0.
3

l y x x y= − + ⇒ + − =

Найдем расстояние от точки O (0; 0) до прямой l, 
заданной в общем виде, для этого воспользуемся сле-

дующей формулой: ( ) 0 0
0 2 2
, 

Ax By C
d M l

A B

+ +
=

+
, где 

прямая : 0l Ax By C+ + =  и точка ( )0 0 0;M x y . При-

меняем эту формулу для нашего случая: 

2 2

4 0 3 0 12 12 12 24 2,4.
5 10254 3

d
⋅ + ⋅ −

= = = = =
+

Ответ: 2,4.
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2-й  способ. Рассмотрим треугольник Δ O1FO2  
( 90F∠ = ° ) (см. рис. 4). Имеем O1F = 6, O2F = 8. Тог-
да по теореме Пифагора найдем длину гипотенузы 

2 2
1 2 8 6 100 10O O = + = = .  Так как 1 2O O l⊥  

и OM l⊥ , то 2  FO S POM∠ = ∠ . Тогда в треуголь-

нике Δ OMS угол М прямой, обозначим  OSM α∠ =  , 

sin
4

OM r
SO

α = = . Из треугольника O2FO1, где угол 

 90F∠ = ° , получим 1

2 1

6sin
10

O F
O O

α = = . Тогда 6
4 10
r =  , 

следовательно 24 2,4
10

r = = .

Рис. 4

Здесь можно рассуждать по-другому, подме-
тить, что треугольники Δ OMS  и Δ O1FO2 подоб-
ны (см. рис. 4). Из отношения подобия легко нахо-
дится нужное расстояние.

На примере решения рассмотренной задачи 
мы убеждаемся в том, что задание в демонстрацион-
ном варианте не является элементарным. Его выпол-
нение требует от обучающегося не только базовых 
знаний и умений по комплексным числам, но и зна-
ний по математическому анализу и аналитической ге-
ометрии (например, нахождения расстояния от точки 
до прямой, производной функции, решение нера-
венств и пр.).

В качестве актуализации базовых знаний при под-
готовке к заданию, связанному с комплексными чис-
лами, мы рекомендуем повторить:

1. Основные теоретические сведения по комплекс-
ным числам (определение комплексного числа, дей-
ствия над ними).

2. Нахождение модуля комплексного числа.
3. Нахождение действительной и мнимой частей 

выражений.
4. Способы задания кривых на действительной 

и комплексной плоскостях.

5. Нахождение уравнений кривых на комплекс-
ной плоскости.

6. Способы нахождения наибольшего или наи-
меньшего значения функций одной переменной.

Для закрепления навыков решения подобных за-
даний предлагаем систему задач, которые можно ис-
пользовать на уроках математики или при подготов-
ке к ЕГЭ.

1. Про комплексное число z известно, что  
Re Im 2 2z z− = . Найдите наименьшее значение z  .

2. Про комплексное число z известно, что  
2 4z i = z− − . Найдите наименьшее значение 5z  .

3. Про комплексное число z известно, что  
1 Rez = z− . Найдите наименьшее значение z .

4. Про комплексное число z известно, что  
1 4z i =+ − . Найдите наибольшее значение Im z .

5. Про комплексное число z  известно, 

что 1 1
3

z
z
− =
+

. Найдите Re z .

6. Про комплексное число z известно, что  
Re 1z = z + . Найдите а) наименьшее значение Re z  ; 

б) наименьшее значение z .
7. Про комплексное число z известно, что  

1Re 0z
z
− = . Найдите наименьшее значение Im z .

8. Про комплексное число z известно, что  
2 2 5z z+− + = . Найдите наибольшее значение Re z  .

9. Про комплексное число z известно, что  
( ) ( )1 1i z i z+ = − . Найдите наименьшее значение z  .

10. Про комплексное число z известно, что  
1 1 1Re Im

2z z
+ = . Найдите наибольшее значение 

( )Im 2 1 z− ⋅ .

Опишем критерии, по которым составлялась дан-
ная подборка заданий.

Задания 1 и 2 аналогичны рассматриваемому 
в статье примеру, но в первом случае сразу получа-
ется уравнение прямой. Задание 3 похоже, но получа-
ется каноническое уравнение параболы (у2 = 2х – 1). 
В четвертом задании необходимо получить уравнение 
кривой на комплексной плоскости – окружность, а за-
тем по чертежу или путем оценки определить наи-
большее значение мнимой части комплексного числа. 
В задании 5 после преобразований обучающийся сра-
зу найдет значение действительной части комплекс-
ного числа. Задания с 6 по 10 аналогичны, но имеют 
более сложное уравнение в условии.

Итак, мы рассмотрели, каким образом можно 
решить задание № 11 перспективной модели ЕГЭ 
и сформулировали ряд рекомендаций для организа-
ции подготовки обучающегося к выполнению данно-
го задания и для изучении темы «Комплексные чис-
ла» в школьном курсе математики.

Комплексные числа в школьном курсе математики и в перспективной модели ЕГЭ
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