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Аннотация. Актуальность данной работы связана с недостаточностью практического взаимодействия 
изучаемых дисциплин высшей математики и информатики. Авторы утверждают, что для увеличения ин-
тереса необходимо активно использовать информационные технологии непосредственно в ходе занятий 
по высшей математике. При этом авторы считают, что студент обязательно должен понимать теорию опре-
деленных видов расчетов, уметь их осуществлять вручную и только после этого применять автоматизи-
рованные методы расчетов. Приведены примеры реализации теории игр в математическом приложении 
Mathcad, при этом студенты сами разрабатывают программу по предложенному алгоритму, что, несомнен-
но, развивает логическое мышление и показывает студентам наглядное использование междисциплинар-
ных связей двух изучаемых предметов: математики и информатики. Текст содержит примеры авторских 
текстов математических задач, ориентированных на подготовку курсантов военного вуза. По мнению ав-
торов, при изучении рассматриваемой темы возможно формирование компетенций, необходимых для со-
временного специалиста.
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Теория игр относится к числу методов мате-
матического моделирования и поиска опти-
мального решения в практических ситуаци-

ях, когда конечный результат зависит от действий 
двух или нескольких сторон, принимающих реше-
ние. Под игрой понимают приспособленную для ма-
тематического изучения модель конфликтной си-
туации. Задачей теории игр является определение 
оптимальных стратегий сторон в игре [Кремлев: 
12–15]. В настоящее статье рассматривается при-
мер, когда в конфликтной ситуации участниками 
являются два игрока (стороны А и В), причем каж-
дый игрок имеет определенные варианты стратегий. 
Под стратегией игрока понимается любой возмож-
ный ход его действий, то есть выбор игроком кон-
кретной стратегии и ее применение. В парной игре 
m × n игрок А имеет m стратегий, а игрок В – n стра-
тегий. Условие игры чаще всего записывается в ма-
тричной форме (табл. 1) [Калгин, Шевчук]. Такая 
матрица называется платежной. 

В представленной матрице каждой паре стра-
тегий игроков (Аi, Вj) соответствует платеж aij – 
это выигрыш игрока А. Игры, модели которых 
могут быть представлены в виде матрицы, назы-
вают матричными играми. Цель игрока А – опре-
делить для себя оптимальную стратегию, которая 
обеспечит ему с учетом разумных действий про-
тивника как можно больший выигрыш. Цель игро-
ка В – при тех же условиях минимизировать выиг-
рыш противника.

Отметим, что на практике составление матри-
цы игры представляет собой достаточно трудную 
задачу, связанную с определением стратегий игро-
ков и определением платежей.

Принцип «минимакса» 
Теория игр задается ключевым вопросом о том, 

какая стратегия является оптимальной для каждо-
го игрока. Конечно же, такой стратегией в игре, за-
данной матрицей, будет та, которая обеспечит игро-
ку самый большой выигрыш. В том случае, когда 
игра проводится несколько раз, оптимальной ста-
нет та стратегия, которая даст игроку максималь-
ный средний выигрыш. При выборе наилучшей 
стратегии мы должны понимать, что наш соперник 
так же разумен, как и мы сами, и сделает все, что-
бы добиться победы.

Смысл принципа «минимакса»: выбирай ту стра-
тегию, чтобы при наихудшем для нас поведении про-
тивника получить максимальный выигрыш. Прин-

цип «минимакса» – это принцип крайне осторожного 
игрока, но именно он является основным принципом 
теории матричных игр. Алгоритм этого принципа до-
статочно прост.

1. В каждой строке матрицы игры (табл. 1) нахо-
дим наименьшее значение αi и записываем эти зна-
чения в дополнительный столбец матрицы.

2. Находим максимальное значение из чисел αi:
α* = max αi = max min αij – максимин, или ниж-

няя цена игры.
3. В каждом столбце матрицы игры (табл. 1) на-

ходим наибольшее значение βj и записываем эти 
значения в дополнительную строку матрицы.

4. Находим минимальное значение из чисел βj:
β* = min βj = min max αij – минимакс, или верх-

няя цена игры.
Рекомендации игрокам: игроку А рекоменду-

ется использовать свою максиминную стратегию, 
т. е. стратегию, соответствующую значению ниж-
ней цены игры α*, при этом его выигрыш будет 
не меньше нижней цены игры α*, как бы ни посту-
пал противник.

Игроку В рекомендуется использовать свою ми-
нимаксную стратегию, т. е. стратегию, соответству-
ющую значению верхней цены игры β*, при этом 
его проигрыш будет не больше верхней цены игры 
β*, как бы ни поступал противник.

При знакомстве студентов с принципом «ми-
нимакса», как показывает практика, возникают за-
труднения при уяснении смыслов понятий нижней 
и верхней цены игры. Поэтому следует особо под-
черкнуть следующие выводы: 

– в практической игре каждая из сторон должна 
придерживаться стратегий, определенных по прин-
ципу «минимакса»;

– выигрыш стороны А при этом будет не меньше 
α*, а стороны В – проигрыш не более β*;

– отступление игроков от рекомендуемых стра-
тегий сопряжено с риском ухудшить свой результат.

В тех случаях, когда α* = β*, игра имеет седло-
вую точку – элемент матрицы, являющийся одно-
временно минимальным в своей строке и макси-
мальным в своем столбце [Калгин, Шевчук]. Общее 
значение нижней и верхней цены игры является об-
щепринятым в литературе α* = β* = v и называет-
ся чистой ценой игры [Калгин, Шевчук; Кремлев].

Наиболее просто решаются игры с седловой точ-
кой (α* = β*). Такие игры имеют решение в чистых 
стратегиях; при этом каждая сторона должна при-

Таблица 1
Матрица игры

Ai
Bj αi

B1 B2 … Bn
A1
A2
…
Am

а11
а21
…
аm1

а12
а22
…
аm2

…
…
…
…

а1n
а2n
…
аmn

α1
α2
…
αm

βj β1 β2 … βn
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держиваться только одной оптимальной минимакс-
ной стратегии, отступление от минимаксных страте-
гий приводит к невыгодным последствиям.

В играх без седловой точки (α* ≠ β*) стороны 
должны сохранять в тайне свои планы о примене-
нии той или иной стратегии, что дает им шанс по-
лучить более хороший результат. Такие игры имеют 
решение в смешанных стратегиях: стороны долж-
ны применять не одну, а оптимальное сочетание не-
скольких стратегий.

При изучении теории игр, в частности началь-
ного раздела, включающего принцип «минимак-

са», можно достаточно эффективно осуществлять 
внедрение компетентностного подхода к обучению, 
что является одной из важных задач образовательно-
го процесса [Алисултанова; Волкова, Карпова; Ива-
нова, Черкашин; Саляева]. При изучении данной 
темы формируется следующая важная компетенция: 
способность к логическому мышлению, обобщению, 
критическому осмыслению [Болдакова, Кузнецова], 
анализу, систематизации, прогнозированию. Важ-
ную роль в формировании рассматриваемой компе-
тенции играет развитие навыков математического 
моделирования, которые вырабатываются при со-

Рис. 1. Алгоритм программы, определяющей тип игры
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ставлении матрицы игры (выбор игроков, определе-
ние стратегий игроков и платежей). Анализ резуль-
татов решения задач теории игр развивает важную 
составляющую компетенции – способность выраба-
тывать при решении практических задач алгоритмы 
эффективной деятельности. Отметим, что решение 
задач по данной теме способствует формированию 
всех трех уровней математической компетентности: 
уровень воспроизведения, уровень установления 
связей, уровень рассуждений. Методика решения 
задач теории игр допускает эффективное использо-
вание активных методов обучения, в частности ар-
сенала методов и приемов проблемного обучения. 

В современных условиях при подготовке спе-
циалиста важную роль играет когнитивный подход 
к обучению. Соединение методов когнитивного и де-
ятельного подхода, как считает В.Ю. Бодряков, повы-
шает эффективность процесса обучения и достиже-
ние результатов обучения математике. Исследователь 
предлагает объединить наиболее эффективные сто-
роны двух подходов с целью достижения синерге-
тического позитивного эффекта [Бодряков]. Рассма-
триваемый раздел теории игр позволяет достаточно 

эффективно внедрить указанные методы. Соединяя 
эти подходы, для решения подобных задач после 
того, как студенты усвоили метод ручного просче-
та, можно использовать математическое приложение 
Mathcad, в частности его возможности программи-
рования. Студенты получают задание самостоятель-
но разработать программу, алгоритм которой в виде 
блок-схемы изображен на рисунке 1. В результате до-
стигаются следующие цели: во-первых, отрабатыва-
ются и закрепляются навыки применения принци-
па «минимакса», во-вторых, студенты учатся писать 
циклические программы, что, как известно, разви-
вает логическое мышление, в-третьих, так как в на-
стоящее время активно продолжается информатиза-
ция образования [Никулина, Стариченко; Саляева], 
неприменение возможностей ЭВМ на практических 
занятиях по математике свидетельствует о регрессе. 
Предлагаемое установление межпредметных связей 
позволяет также соединить теоретические знания 
студентов с практическим применением, тем самым 
формируя другую составляющую компетенции – вы-
работку практического опыта.

Как видно из рисунка 1, представленный ал-
горитм относится к алгоритмам смешанного типа. 
В нем присутствует два двойных цикла, в результа-
те выполнения которых определяются минималь-
ные значения по строкам и максимальные значения 
по столбцам исходной матрицы. Затем в программе 
определяются необходимые «максимины» и проис-
ходит разветвление алгоритма в зависимости от их 
равенства или неравенства. Далее на основе вывода 
о том, какой тип игры, пользователь должен опреде-
лить стратегию решения. Текст программы и при-
мер ее исполнения приведен на рисунке 2.

Рассмотрим типовые задачи, решаемые с помо-
щью теории игр.

Задача выбора вида оружия 
Сторона А имеет три типа оружия: тип1, тип2, 

тип3. Сторона В располагает тремя видами объ-
ектов: объект1,  объект2,  объект3, для пораже-
ния которых это оружие предназначено (самолеты, 
корабли, танки). Известны вероятности пораже-
ния i-м типом оружия j-го объекта рij, приведен-
ные в платежной матрице (табл. 2). Задача сторо-
ны А – попасть в цель-объект, при этом вероятность 
должна быть максимальна. Задача противника В – 
сохранить объект при минимально возможной ве-
роятности его поражения.

Необходимо дать стороне А рекомендации 
по рациональному выбору типа оружия, обеспечи-
вающие наилучшее решение боевой задачи при ус-
ловии, что отсутствуют данные о выборе стороной 
В объекта.

Решение. Необходимо дать рекомендацию о том, 
какой тип оружия обеспечит наибольшую вероят-
ность поражения цели, что бы ни делал противник. 
Применим принцип «минимакса».

1. Найдем минимумы строк αi и запишем их 
в дополнительный столбец.

Рис. 2. Программный блок  
в математическом приложении Mathcad

Актуализация междисциплинарных связей на примере усвоения принципа «минимакса» в теории игр
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Следует пояснить, что при этом мы определя-
ем по каждой стратегии игрока А его минималь-
ные результаты при всех возможных стратегиях 
игрока В.

2. Из минимумов строк выбираем наибольший 
α* = max αi = α1 = 0,4 (в таблице отмечен звездоч-
кой). Это нижняя цена игры, или максимин. Стра-
тегия А1, соответствующая α* = 0,4, обеспечи-
вает для стороны А результат не ниже значения 
0,4 при любых действиях противника.

3. Найдем максимумы столбцов βj и запишем их 
в дополнительную строку.

При этом мы определяем для стороны В по каж-
дой его стратегии наихудшие результаты.

4. Из максимумов столбцов определяем наи-
меньший β* = min βj = β1 = 0,8.

Это верхняя цена игры, или минимакс. Для сто-
роны В стратегия В1, соответствующая значению 
β* = 0,8, обеспечивает результат не хуже, чем 0,8.

Решение в программе Mathcad сводится к соз-
данию текстового файла, например mas1.txt, содер-
жащего значения указанной матрицы игры (рис. 3). 
Все решение осуществится автоматически в ходе 
исполнения программы.

Решение заключается в том, что для стороны 
А оптимальной является стратегия максимина – 
тип оружия тип1, то есть с вероятностью не менее 
р = 0,4 цель-объект будет поражен, что бы ни пред-
принимал противник (его замыслы неизвестны). 
Для противника стратегией с лучшим результатом 
является выбор объекта вида объект1; при этом га-
рантирована вероятность не более р = 0,8 (чем боль-
ше вероятность поражения, тем для него хуже).

Необходимо понимать, что в приведенном при-
мере отсутствует седловая точка, о чем свидетель-
ствует неравенство α* ≠ β*, и это говорит о том, 
что все рассуждения справедливы для случая, ког-
да у противника отсутствуют сведения об избран-
ной другой стороной стратегии. Это так называемая 
неустойчивая стратегия. Как только противник уз-
нает о том, что сторона А применяет оружие типа 
тип1, он сразу же изменит решение и начнет при-
менять объект вида объект2, что улучшит резуль-
тат, и вероятность поражения снизится до р = 0,4.

В тех случаях, когда в подобной задаче против-
ник располагает данными о нашем выборе, необ-
ходимо искать решение в смешанных стратегиях.

Задача выбора тактического приема 
Мы располагаем тремя различными тактически-

ми приемами: А1, А2 , А3. Противник может в свою 
очередь применить три ответных тактических прие-
ма: В1, В2, В3. Известны эффективности нашего i-гo 
тактического приема при применении противником 
j-го ответного приема: Мij – математическое ожида-
ние числа объектов противника, выведенных из строя.

Наша задача – выполнение тактического приема 
с максимально возможной эффективностью. Задача 
противника – снизить эффективность нашего такти-
ческого приема до возможного минимума.

Необходимо дать рекомендации по рациональ-
ному выбору тактического приема, обеспечиваю-
щему наилучшее решение боевой задачи при отсут-
ствии данных о решении противника.

Таблица 2
Матрица игры (выбор типа оружия)

Тип оружия типi
Вид объекта объектi αiобъект1 объект2 объект3

тип1 0,5 0,4 0,9 0,4* 

тип2 0,2 0,9 0,1 0,1

тип3 0,8 0,0 1,0 0,0

βj 0,8* 0,9 1,0 α* ≠ β* 

Рис. 3. Пример решения задачи 
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Решение. Условия задачи заданы матрицей, со-
держащей математические ожидания числа объек-
тов противника, выведенных из строя, при выбо-
ре сторонами своих тактических приемов (табл. 3).

Задача состоит в том, чтобы определить такой 
тактический прием, применение которого обеспе-
чит максимальное количество пораженных объек-
тов при любых действиях противника.

В крайний правый столбец необходимо запи-
сать минимальные значения строк и из них выбрать 
максимальный (отмечен звездочкой): α* = α2 = 7. 
Следовательно, это значение является нижней це-
ной игры (или имеет название «максимин»). В ниж-
нюю строку таблицы нужно записать максимальные 
значения столбцов и из них выбрать наименьший 
β*=β2 =7 (отмечен звездочкой). Следовательно, выб-
ранное значение является верхней ценой игры (или 
имеет название «минимакс»).

В рассматриваемом примере игра имеет седло-
вую точку, о чем свидетельствует равенство найден-
ных значений: α* = β* = 7.

Решение заключается в том, что нам необходимо 
систематически применять свою оптимальную стра-
тегию – тактический прием А2. При этом мы гаран-
тируем себе результат не менее М = 7, независимо 
от действий противника, поскольку его стратегия 
нам неизвестна. Для противника оптимальной явля-
ется стратегия ответный выбор тактического приема 
B2, в этом случае ему гарантируется результат не бо-
лее М = 7 (для противника нежелательным являет-
ся повышение количества пораженных объектов).

Следовательно, ценой игры в рассматриваемом 
примере является v = α* = β*, найденное значение 
определяет седловую точку (в таблице указанное 
число заключено в прямые скобки). Существова-
ние такой седловой точки означает, что принятые 
к исполнению стратегии обеспечат результат не-
зависимо от того, известны противнику или неиз-
вестны принятые нами тактические приемы. Та-
кая стратегия называется устойчивой. Это означает, 
что если противнику станут известны наши пла-
ны о применении стратегии, которая заключается 
в тактическом приеме А2, то он применит ответ-
ный прием В1 или В3, чем повысит наш результат 
до М21 = 9 или М23 = 8 соответственно.

Приведенные примеры позволяют студентам по-
нять смысл принципа «минимакса» и отличие ре-
комендуемых по этому принципу решений для игр 
без седловой точки и игр с седловой точкой. При ре-

шении задач матричных игр с использованием прин-
ципа «минимакса» может быть использована ком-
пьютерная программа. Ее применение оправдано 
в следующих случаях:

– студент разработал ее самостоятельно;
– матрица игры имеет большие размеры;
– необходимо быстро провести сравнительный 

анализ возможных результатов игры при измене-
нии некоторых платежей матрицы.

Рассмотренный подход к изучению раздела те-
ории игр «принцип минимакса» позволяет сделать 
следующие выводы:

– методика решения задач с использованием 
компьютерной программы повышает интерес обу-

Таблица 3
Матрица игры (выбор тактического приема)

Наши тактические
приемы Аi

Тактические приемы противника Bi αiВ1 В2 В3
А1 5 6 8 5

А2 9 [7] 8 7* 

А3 9 7 6 6

βj 9 7* 8 α* = β* 

Рис. 4. Пример решения задачи 

Актуализация междисциплинарных связей на примере усвоения принципа «минимакса» в теории игр
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чающихся к изучаемым вопросам, способствует раз-
витию логического мышления и укрепляет междис-
циплинарные связи;

– студенты на реальном примере выполняют прак-
тическое применение информационных технологий 
для усвоения математической теории и решения оп-
тимизационных задач;

– несомненное увеличение количества формиру-
емых компетенций в результате усвоения излагае-
мого материала.
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