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Аннотация. В настоящей статье обосновывается необходимость формирования функциональной гра-
мотности студентов в контексте компетентностного подхода к подготовке будущих учителей математики 
на примере изучения одной из тем аналитической геометрии. Установлено, что предпосылкой развития 
любой компетентности, прописанной в стандартах среднего образования, является изначальное существо-
вание у студента определённого уровня функциональной грамотности. Обычная грамотность сводится 
к умению читать, писать и правильно выражать свои мысли. Рассмотрим вопрос достаточно нового поня-
тия функциональной грамотности с точки зрения педагогической специальности. Знакомство с известны-
ми учебниками по аналитической геометрии позволяет сказать, что алгебраические поверхности второ-
го порядка в евклидовом пространстве определяются в основном алгебраически, посредством уравнений. 
Встречается и конструктивный подход: поверхности получаются путем вращения кривых второго поряд-
ка вокруг своих осей симметрий и деформацией полученных поверхностей вращения путем сжатия. Мет-
рический подход, применяемый в случае кривых второго порядка, ограничивается лишь формулировкой 
задач, требующих определить геометрическое место точек в пространстве определенного вида. Исключе-
ние составляет статья Д.И. Перепелкина, изданная в 1936 году. В данной статье исследуется множество 
точек пространства, для которых отношение расстояния до заданной точки к расстоянию до данной пря-
мой, не содержащей эту точку, есть величина постоянная. Исследование проводится геометрически с ис-
пользованием метода сечений и известных геометрических мест точек на плоскости. В статье исследуются 
геометрические места точек в пространстве, определяемые метрическими связями с некоторым набором 
пар точек, прямых и плоскостей. Показано, что любая невырожденная поверхность второго порядка мо-
жет рассматриваться как некоторое геометрическое место точек пространства, причем не единственное.
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Abstract. The necessity of the formation of students’ functional literacy as a competency approach to the trai-
ning of future Mathematics teachers is substantiated on the example of studying of one of the topics of analy tical 
geometry. It has been established that a prerequisite for the development of any competency prescribed in the 
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Одной из составляющих профессиональной 
компетентности педагога является овладе-
ние специальными знаниями о целях, содер-

жании, объектах и средствах труда педагога, а это 
в свою очередь требует наличия различных глубо-
ких специальных математических знаний и вла-
дения методами обучения математике [Бабенко, 
Марголина, Матыцина, Ширяев: 156]. Последнее 
является содержательной и технологической со-
ставляющими компетентности будущего педаго-
га [Сластенин: 210].

В статье остановимся на содержательной состав-
ляющей компетентности будущего педагога, которая 
тесно связана с понятием функциональной грамотно-
сти. Преподавание геометрии в педагогическом вузе 
имеет свою особенность по сравнению с классиче-
ским университетом. Изучение фундаментальных ос-
нов курса математики, в частности геометрии, явля-
ется средством общей подготовки будущего учителя 
математики. Это положение профессор А.Г. Морд-
кович [Мордкович: 25] назвал принципом фунда-
ментальности. 

Принцип фундаментальности обучения в выс-
шем учебном заведении предполагает не только глу-
бокие теоретические знания, но и возможность фор-
мирования навыков исследовательской деятельности. 
Поэтому фундаментальность в обучении включает 
научность, полноту и глубину знаний и требует разно-
стороннего творческого мышления [Сластенин: 210].

При изучении геометрических курсов в педа-
гогических вузах имеются большие возможности 
для формирования и развития исследовательских 
навыков будущего педагога. Фундаментальность 
обучения геометрии имеет в качестве основного ре-
зультата сознательное усвоение знаний и возмож-
ность их использования в исследовательских зада-
чах. Функциональная грамотность студента состоит 
из сочетания тех знаний, умений и навыков, кото-

standards of secondary education is the initial existence of a sufficiently new concept of functional literacy for a 
student of a certain level. The basic literacy comes down to the ability to read, write and express of one’s thoughts 
correctly. Let us consider the issue of functional literacy from the point of view of the pedagogic specialty. Ac-
quaintance with the well-known textbooks  of analytic geometry allows us to say that 2nd order algebraic surfaces 
in Euclidean space are determined in most cases algebraically by means of equations. A constructive approach is 
also of use – surfaces are obtained by rotating 2nd degree curves around their symmetry axes and by deformation 
of the resulting surfaces by compression. The metric approach, as it used for 2nd order curves, is restricted only 
by the formulation of problems to find the certain locus of points in space. The exception is the article Dmitriy 
Perepyolkin which was published in 1936. In this paper the locus of points in space with the following characte-
ristic property is studied – the ratio of the distance to a given point to the distance to a given straight line is con-
stant. The strait line is assumed not to contain the point. The study is held out in pure geometrical manner – it is 
done using the method of sections and known loci of points on the surface. In the present article we study the lo-
cus of points in space defined by metric relation to a certain set of pairs of points, lines and planes. It is shown 
that any non-degenerate 2nd order surface can be considered as a certain locus of points of space and this inter-
pretation is not unique.
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рые он получает при решении различных исследо-
вательских задач.

Можно указать различные разделы геометрии 
с достаточным количеством задач, имеющих раз-
личные способы решения, анализ которых с раз-
ных точек зрения требует нестандартного подхода. 
Одной из тем курса аналитической геометрии, до-
пускающей различные варианты компетентностно-
го подхода в изложении, является тема «Поверхно-
сти второго порядка».

В учебной литературе по аналитической гео-
метрии кривые второго порядка определяются по-
разному. В одних учебниках [Александров: 114; 
Ильин, Позняк: 160; Ким, Крицков: 291; Федор-
чук: 97] эти кривые определяются аналитически – 
посредством алгебраических уравнений. В дру-
гих учебных пособиях [Атанасян, Базылев: 74; 
Базылев, Дуничев, Иваницкая: 131; Лопшиц: 162; 
Моденов: 258] даются метрические определения: 
кривые вводятся как геометрические места точек 
на плоскости, удовлетворяющих определенным ха-
рактеристическим свойствам. 

В учебниках по аналитической геометрии [Алек-
сандров: 114; Атанасян, Базылев: 74; Базылев, Ду-
ничев, Иваницкая: 131; Лопшиц: 162; Моденов: 
258; Постников: 398; Федорчук: 97], предназначен-
ных для студентов математических специальностей 
классических и педагогических университетов, до-
казывается также следующее утверждение.

Теорема 1. Геометрическое множество точек 
плоскости, для каждой из которых отношение рас-
стояния до заданной точки к расстоянию до задан-
ной прямой есть величина постоянная, равная числу 
ε, является кривой второго порядка: эллипсом, если 
ε < 1, гиперболой, если ε > 1, параболой, если ε = 1.

Алгебраические поверхности второго поряд-
ка в большинстве случаев определяются алгебра-
ически, посредством уравнений. Можно встретить 
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и конструктивный подход. Согласно этому подхо-
ду, поверхности получаются путем вращения кри-
вых второго порядка вокруг своих осей симметрий 
и последующей деформации полученных поверх-
ностей вращения путем сжатия [Атанасян, Базылев: 
79; Базылев, Дуничев, Иваницкая: 135]. К конструк-
тивному методу относится и определение линей-
чатых поверхностей второго порядка с помощью 
двух проективных пучков плоскостей или рядов то-
чек (Я. Штейнер) [Reye: 256; Sturm: 364]).

Метрический подход для введения поверхностей 
второго порядка, применяемый в случае кривых вто-
рого порядка, можно найти в зарубежных издани-
ях [Schröter: 254; Todd: 127] XIX века. Эти работы 
ограничиваются обобщением на случай пространства 
теоремы 1. Тому же обобщению посвящена и ста-
тья Д.И. Перепелкина [Перепелкин: 50], изданная 
в 1936 году. В работе Д.И. Перепелкина получены 
эллипсоид вращения, однополостный гиперболоид 
вращения и параболический цилиндр. Дополнитель-
ные соглашения о вычислении расстояний от точек 
пространства до заданной точки и данной прямой 
в направлении, которое определяется плоскостью, 
перпендикулярной плоскости, проходящей через за-
данную точку и заданную прямую, позволили авто-
ру статьи получить следующие поверхности: эллип-
соид, однополостный и двуполостный гиперболоиды, 
эллиптический параболоид и гиперболический ци-
линдр. Исследование проводится геометрически с ис-
пользованием метода сечений и привлечением из-
вестных геометрических мест точек на плоскости.

Знакомство с изложением темы «Поверхности 
второго порядка» в различных учебниках по анали-
тической геометрии, изданных в разное время в на-
шей стране, позволяет сказать, что невырожденные 
поверхности второго порядка как геометрические 
места точек в пространстве в них не рассматрива-
ются. В лучшем случае они содержат формулиров-
ки задач, требующих найти геометрическое место 
точек пространства, которое является той или иной 
поверхностью второго порядка.

Вышеизложенное обоснование позволяет сфор-
мулировать необходимость изучения такого подхода 
к поверхностям второго порядка с целью повыше-
ния математической грамотности будущего педа-
гога и реализации принципа фундаментальности.

В данной работе каждая невырожденная поверх-
ность второго порядка будет получена как некото-
рое геометрическое место точек в пространстве. 
При этом основным методом исследования являет-
ся метод координат.

Задачи 888 и 899 из сборника задач [Клетеник: 
136] позволили сформулировать и доказать следу-
ющие два утверждения.

Теорема 2. Множество точек пространства, сум-
ма расстояний от каждой из которых до двух за-
данных точек F1 и F2 есть постоянная величина 2a, 
большая, чем расстояние между точками F1 и F2, яв-
ляется эллипсоидом вращения.

Если |F1 F2| = 2c и ортонормированная система 
координат выбрана так, что F1(c, 0, 0), F2(–c, 0, 0), 
то уравнение этого геометрического места точек 
имеет вид:

2 2 2

2 2 2
1x y z

a b c
+ + = , 2 2 2b a c= − . 

Полученное уравнение определяет эллипсоид 
вращения. Осью вращения является ось Oz 

Теорема 3. Множество точек пространства, 
для каждой из которых модуль разности расстоя-
ний до двух заданных точек F1 и F2, есть величина 
постоянная, равная 2a и меньшая, чем расстояние 
между данными точками, является двуполостным 
гиперболоидом вращения.

В ортонормированной системе координат, от-
носительно которой F1(c, 0, 0), F2(–c, 0, 0), уравне-
ние этого множества точек выглядит следующим 
образом:

2 2 2

2 2 2
1x y z

a b c
− − = , 2 2 2b c a= − .

Уравнение определяет двуполостный гипербо-
лоид вращения.

Теорема 4. Множество точек пространства, 
для каждой из которых расстояние до фиксирован-
ной точки F равно расстоянию до заданной прямой 
d, не проходящей через точку F, является параболи-
ческим цилиндром [Лопшиц: 412, задача 10].

Если систему координат выбрать так, что F име-

ет координаты 0, ,0
2
p 

  
, а заданная прямая d опре-

деляется уравнениями x = 0, 
2
py = , то уравнение 

искомого множества точек имеет вид
z2 = 2py.

Полученное уравнение определяет параболиче-
скую цилиндрическую поверхность.

Исследуя множество точек, о котором идет речь 
в теореме 1, но в трехмерном пространстве, полу-
чим один из результатов статьи [Перепелкин: 50]. 

Теорема 5. Множество точек пространства, 
для которых отношение расстояния до фиксиро-
ванной точки F к расстоянию до фиксированной 
прямой d таково, что F не лежит на прямой d, име-
ет постоянное значение e, будет эллипсоидом вра-
щения при e < 1, однополостным гиперболоидом 
вращения при e > 1, параболическим цилиндром 
при e = 1.

Следующая часть рассуждений посвящена ис-
следованию геометрических мест точек простран-
ства, определяемых парой прямых. Для скрещива-
ющихся прямых проблема сформулирована в задаче 
25 [Моденов: 318]. Решение задачи приводит к сле-
дующей теореме.

Теорема 6. Множество точек пространства, от-
ношение расстояний от каждой из которых до двух 
скрещивающихся прямых равно числу k ≠ 0, яв-
ляется:

1) гиперболическим параболоидом, если k = 1,
2) однополостным гиперболоидом, если k ≠ 1.
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Представляет интерес случай, когда заданные 
две прямые l1 и l2 параллельны. В этом случае име-
ем следующий аналог предыдущей теоремы.

Теорема 7. Множество точек пространства, от-
ношение расстояний от каждой из которых до двух 
параллельных прямых равно числу k > 0, является

1) плоскостью, относительно которой эти пря-
мые симметричны, если k = 1;

2) круговой цилиндрической поверхностью, если 
k ≠ 1.

Теорема 8. Множество точек пространства, сум-
ма расстояний от которых  до двух параллельных 
прямых есть величина постоянная, большая, чем 
расстояние между данными прямыми, является эл-
липтической цилиндрической поверхностью.

Теорема 9. Множество точек пространства, мо-
дуль разности расстояний от которых до двух па-
раллельных прямых есть величина постоянная, 
меньшая, чем расстояние между данными прямы-
ми, является гиперболической цилиндрической по-
верхностью.

Теорема 10 (задача 6) [Лопшиц: 412]. Множество 
точек пространства, для каждой из которых отно-
шение расстояния от заданной точки к расстоянию 
до заданной плоскости равно числу k > 0, является:

1) параболоидом вращения, если k = 1, 
2) эллипсоидом вращения, если k < 1, 
3) двуполостным гиперболоидом вращения, если 

k > 1.
Доказательство теоремы аналогично выбору си-

стемы теоремы 5.
Рассмотрим в качестве элементов пространства, 

определяющих множества точек с использовани-
ем метрических связей, прямую и плоскость. Тогда 
справедливы следующие две теоремы.

Теорема 11 (задача 8) [Лопшиц: 412]. Множе-
ство точек пространства, равноудаленных от дан-
ной прямой и параллельной ей плоскости, являет-
ся параболическим цилиндром.

Теорема 12 (задача 9) [Лопшиц: 412]. Множе-
ство точек пространства, равноудаленных от дан-
ной прямой и перпендикулярной ей плоскости, яв-
ляется конической поверхностью.

Проведенное аналитическое исследование гео-
метрических мест точек пространства, связанных 
определенными метрическими соотношениями со 
следующими парами элементов пространства: 1) две 
точки, 2) точка и прямая, 3) две прямые, 4) точка 
и плоскость, 5) прямая и плоскость, – показывает, 
что каждое из этих геометрических мест точек яв-
ляется вполне определенной поверхностью второ-
го порядка. В то же время исследование канониче-
ского уравнения поверхности не дает однозначного 
набора пар базисных элементов для определения ге-
ометрического места точек, каким является эта по-
верхность.

Исследование может быть продолжено, посколь-
ку можно рассматривать другие наборы базисных 
элементов для задания геометрического места точек 

в пространстве, а также варьировать свойства то-
чек пространства по отношению к этим элементам.

В заключение заметим, что проводить исследо-
вание геометрических мест точек в пространстве 
методом координат предпочтительнее, чем мето-
дом сечений с использованием известных фактов 
из планиметрии.

Выше изложен дополнительный вариант изло-
жения темы «Поверхности второго порядка», 
при котором поверхности могут рассматривать-
ся как геометрические места точек пространства. 
Это направление является перспективным в плане 
формирования математического и общелогическо-
го мышления будущего учителя, а вместе с тем сти-
мулирует повышение функциональной грамотности 
педагога, где одним из направлений является мате-
матическая грамотность [Жаров: 69]. Представление 
о таком построении исследования геометрического 
материала студенты могут получить при написании 
курсовых или выпускных квалификационных работ, 
а также при выполнении профессиональных иссле-
довательских проектов в рамках учебного процесса.
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