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Творчество является одним из важнейших разде-
лов, изучаемых психологией и педагогикой. Однако 
творчество является одним из самых мало исследо-
ванных вопросов педагогики и психологии.  

Настоящая статья посвящена развитию креатив-
ности студентов при выполнении математико-ин-
формационного задания (ММИЗ). Креативность, 
как способность к творчеству, напрямую связанна 
с творческим процессом и  является одной из важ-
нейших составляющих творческой личности, спо-
собной решать широкий спектр задач, которые ста-
вит информационное общество. Это важное качество 
обеспечивает приспособление индивида к быстро ме-
няющимся условиям жизни, является залогом успеха 
личности в профессиональной деятельности. Боль-
шую роль в развитии креативности играет выполне-
ние обучающимися ММИЗ. Понятиям креативность 
и многоэтапное математико-информационное зада-
ние посвящены многочисленные работы, среди ко-
торых [1–28]. 

Мы считаем, что многоэтапные ММИЗ являются 
специально составленной последовательностью за-
дач, упражнений, проблем и дидактических ситуаций, 
которые соединяют друг с другом: различные виды 
творческой математической деятельности; создание 
художественных композиций с помощью фракталов; 
проведение компьютерных экспериментов; проведе-
ние лабораторных работ по математике; поиск ин-
формации в Интернете.

Многоэтапные математико-информационные за-
дания являются лабораторией формирования кре-
ативности для обучаемых. При их выполнении 
у студента развиваются интеллект, конвергентное 
и дивергентное мышление, вырабатывается умение 
прогнозировать результаты математической деятель-
ности. Положительную роль для развития креативно-
сти обучающихся играет выполнение многоэтапного 
математико-информационного задания «Обрамле-
ния множества Мандельброта семейств полиномов 
третьей степени и замечательные кривые». Данное 
ММИЗ состоит из четырех этапов. Для выполне-
ния каждого из этапов от студентов требуется про-

for constructing these sets in various environments are described. The connections of the frames of the Mandelbrot set with 
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явление его креативных качеств и упорной работы, 
результаты которой указывают на интеграцию ма-
тематики и информатики и усиливают мотивацию 
к данным дисциплинам. Схема-план ММИЗ изобра-
жена на рисунке 1.

Следует отметить, что после выполнения каждого 
этапа студентам полезно предложить создание худо-
жественных композиций с использованием соответ-
ствующих множеств Мандельброта, которые являют-
ся красивыми математическими объектами.

Каждый полином третьей степени Pc(z) имеет две 
критические точки 1z

 , 2z , поскольку его произво-
дной является полиномом второй степени. Будем счи-
тать, что данные критические точки не являются не-
подвижными. Пусть 

1z
D  – множество, состоящее 

из точек с комплексной плоскости С, для которых 
орбита точки 1z

  ограничена, а 
2zD  – множество, со-

стоящее из точек c комплексной плоскости C, для ко-
торых орбита точки 2z  ограничена. Тогда под мно-
жеством Мандельброта данного полинома мы будем 
понимать множество Mc, равное 

1 2c z zM D D = ∪ .
Определение: Под обрамлением множества 

Мандельброта Mc  семейства полиномов Pc(z) бу-
дем называть его подмножество, для каждой точки 
c из которого полином Pc(z) имеет притягивающую 
неподвижную точку.

Этап 1. Рассмотрим семейство полиномов 
( ) 3

1P z z cz= + . Критическими точками является точ-

ки 1,2  
3
cz = ± − . Заметим, что

1 1
3

1 1
2

3 3 3 3 3
( ) c c c c cP z z cz c  + = − == − − + − ,

( )21
3

2 2
21

3 3 3 3 3
( ) c c c c cP cz cz z  

  + = − − − − − = − −=
 

.

Следовательно, ( ) ( )21 11P z P z = . 
Далее студентам следует предложить задачу: ор-

бита критической точки 1z
  ограничена тогда и только 

тогда, когда ограничена орбита точки, 2z  для полино-
ма P1(z). Следовательно, в основном модуле програм-
мы (Модуль 1) построения множества Мандельбро-
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Рис 1. Схема-план ММИЗ «Обрамления множества Мандельброта  
семейств полиномов третьей степени и замечательные кривые»
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та можно использовать любую из критических точек, 

например, 1 3
z c
 = −  (рис. 1а). 

Модуль 1
    for i: integer := 1 to width do
        for j: integer := 1 to height do 
    begin
      c := cplx((x_min + i * dx), (y_min + j * dy)); 

z :=   
3
c− ; temp := z;

      try
        for k: integer := 1 to iterlim do 
          z := f(z, c);
       if (distance(z, temp) < 2) then setpixel(i, j, clwhite)
        else setpixel(i, j, clblack);
      except
        setpixel(i, j, clblack);
      end;

Неподвижными точками полинома ( ) 3
1P z z cz= +  

являются точки 1 0z = , 2 1z c= − , 3 1z c= − − , а мо-
дуль производной полинома P1(z) в неподвижных 
точках будет равен ( )'

1 1P z c= , ( )'
1 2 2 3P z c= − , 

( )'
1 3 2 3P z c= − . 

Пусть z1, z2, z3 – притягивающие неподвижные 
точки. Тогда выполняются два условия: 

1) |c| < 1; 
2) |2c – 3| < 1.
Из условия 1 следует, что точки границы множе-

ства, для которого  полином P1(z) имеет неподвижную 
притягивающую точку, удовлетворяют соотношению 
|c| = 1, задающему единичную окружность с центром 
в начале координат. 

Из условия 2 вытекает, что точки c множества, 
для которого полином P1(z) имеет неподвижную 
притягивающую точку, удовлетворяют соотноше-
нию |2c – 3| < 1. Границей этого множества являет-

Выполнение многоэтапного математико-информационного задания «Обрамления множества Мандельброта...
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ся окружность с центром в точке (3/2,0) радиуса 1
2

.

Таким образом, границей множества неподвиж-
ных притягивающих точек  являются две окружно-
сти: |c| = 1, |2c – 3| = 1 и притягивающие неподвижные 
точки лежат внутри данных окружностей и образу-
ют обрамление множества Мандельброта функции 
( ) 3

1  P z z cz= +  (рис. 1б).
Заметим, что обрамление множества Мандельбро-

та семейства полиномов ( ) 3
1  P z z cz= +  построено 

в среде Маткад. Студентам полезно построить дан-
ное множество и с помощью языков программирова-
ния (например, Раскаль, С++ или Питон).

Этап 2. Рассмотрим семейство полиномов 
( ) 3

2  P z z c= + . Критическими точками полинома 
P2(z) являются точки 1,2 0z = . Таким образом, для по-
строения множества Мандельброта семейства P2(z) 
в основном фрагменте программы, Модуля 1, рас-

смотренной в первом этапе вместо  :
3
cz = − , следу-

ет написать z := 0 (рис. 2а). 
Выявим теперь обрамление множества Мандель-

брота P2(z). Нетрудно заметить, что неподвижная 
притягивающая точка z удовлетворяет двум усло-
виям: 

1) 3 ,z c z+ =  

2) ( ) 23f z z′ = .

Из условия 2 следует, что точки границы удовлет-

воряют равенству 2 3 1z = . Откуда находим 1
3

z =  . 

Следовательно, 1
3

itz e= , а 3c z z= − .

Таким образом, мы получаем уравнение эпици-

клоиды: ( ) 31 1  
3 3 3

it itc t e e= − , [ ]0,2t p∈ . То есть 

( ) ( ) ( )1 1 3 3
3 3 3

c t cost i sint cos t i sin t= + − + .

Положим ( ) ( ) ( )1 2 .  c t c t ic t= +  Тогда параметри-
ческое уравнение данной кривой будет иметь вид:

( )

( )

1

2

1 1 3
3 3 3
1 1 3
3 3 3

ñ t cost cos t

ñ t sint sin t


= −


 = −


.

Используя компьютерную программу, построим 
эпициклoиду, для каждой внутренней точки с кото-

Рис. 1а. Множество Мандельброта  
семейства полиномов ( ) 3

1  P z z cz= +
Рис. 1б. Обрамление множества Мандельброта  

семейства полиномов ( ) 3
1  P z z cz= +

Рис. 2б. Обрамление множества Мандельброта  
семейства функций ( ) 3

2P z z c= +

Рис. 2а. Множество Мандельброта  
семейства функций ( ) 3

2P z z c= +
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рой функция ( ) 3
2 P z z c= +  имеет неподвижную при-

тягивающую точку (рис. 2б).
Здесь студентам полезно предложить задание: по-

строить обрамление множества Мандельброта семей-
ства полиномов ( ) 3

2 P z z c= + , используя основной 
модуль паскаль-программы (модуль 2):

Модуль 2
var t := 0.0;
  while t < 2*pi do
  begin
re := 1/sqrt(3)*(cos(t) - cos(3 * t) / 3); im := 
1 / sqrt(3)*(sin(t) - sin(3 * t) / 3); 
    DrawPoint(re, im, clBlue);    t := t + 0.001;
  end;

Этап 3. Рассмотрим семейство полино-
мов ( ) 3 2

3P z z cz z= + + . Для P3(z) критически-

ми точками являются точки 
2

1
2 4 12

6
c cz − + −= , 

2

2
2 4 12

6
c cz − − −= .

Таким образом, для построения множества Ман-
дельброта семейства P3(z) в основном фрагменте про-
граммы, Модуля 1, рассмотренной на первом этапе 
вместо  z := 0, следует написать  
z := (–2*c-sign(c.Real)*sqrt(4*c*c–12))/6  (рис. 3а). 

Для неподвижной притягивающей точки полино-
ма ( ) 3 2

3P z z cz z= + +  будем иметь:
1) 3 2z cz z z+ + = , 
2) ( )' 2

3 3 2 1P z z cz= + + . 
Неподвижными точками будут точки z1,2 = 0, z3 = –c. 

Найдем значение модуля производной в ненулевой 
неподвижной точке z3 :  ( )' 2 2 2

3 3 3 2 1 1P z c c c= − + = + .
Нетрудно заметить, что координаты непод-

вижной ненулевой притягивающей точки функ-
ции ( ) 3 2

3P z z cz z= + +  удовлетворяют неравенству 
2 1 1c + < . Граничными точками этого множества бу-

дут точки, координаты которых удовлетворяют равен-
ству 21 1c+ = . Таким образом, мы получаем уравне-
ние лемнискаты: ( ) 1,itc t e= −  [ ]0,2t p∈ .

То есть 

( )  1

1 2 2
2

1 2 2 .
2

c t cost isint

cost cost

sint cost costi
sint

= − + =
 − + −= ± +


− + − + 
Положим ( ) ( ) ( )1 2 .c t c t ic t= +  Тогда параметриче-

ское уравнение лемнискаты будет иметь вид:

( )

( )

1

2

1 2 2
2

1 2 2
2

cost costc t

cost costc t

 − + − = ±
 − + − = ±

Используя компьютерную программу, построим 
данную лемнискату 3.б, для каждой внутренней точ-
ки c которой функция ( ) 3 2

3 P z z cz z= + +  будет иметь 
неподвижную притягивающую точку.

Рис. 2в. Обрамление множества Мандельброта  
семейства функций ( ) 3

3P z z c= +

Рис. 3а. Множество Мандельброта семейства по-
линомов ( ) 3 2

3P z z cz z= + +

Рис. 3б. Обрамление множества Мандельброта  
семейства полиномов ( ) 3 2

3P z z cz z= + +

Выполнение многоэтапного математико-информационного задания «Обрамления множества Мандельброта...
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Используя основной модуль 3 паскаль-програм-
мы, построим лемнискату вторым способом (рис. 3в). 

Модуль 3
while t < 2 * pi do
  begin
    tmp1 := cos(t);
    tmp2 := sqrt(2 - 2 * tmp1);
    re := sqrt(0.5 * (tmp1 - 1 + tmp2));im := sqrt(0.5 * (1 - 
tmp1 + tmp2));
    DrawPoint(re, im, clBlue);DrawPoint(-re, -im, clBlue);
    DrawPoint(-re, im, clBlue);DrawPoint(re, -im, clBlue);
    t := t + 0.001;
  end;

Этап 4. Рассмотрим семейство полиномов 
( ) 3 2

4P z z cz= + . Для P4(z) критическими точками 

являются точки 1 0z = , 2
2 
3

z c


−= , а неподвижны-

ми точками будут точки 1 0z = , 
2

2
4

2
c cz − + += , 

2

3
4

2
c cz − − += .

Заметим, что в данном случае критическая точ-
ка 1 0z =  является и неподвижной. Таким образом, 
для построения множества Мандельброта семейства 
P4(z) в основном фрагменте программы, модуля 1, 

рассмотренной на первом этапе вместо  :
3
cz = − , 

следует написать 2 :
3
cz = −  (рис. 4а). 

Теперь будем искать обрамление множества Ман-
дельброта полинома ( ) 3 2

4P z z cz= + . Если z есть при-
тягивающая неподвижная точка. Тогда выполняют-
ся два условия:

1) 3 2z cz z+ = ; 
2) ( )' 3

4 3 2 .P z z cz= +  
Из условия 1 следует, что точка z1  =  0 яв-

ляется неподвижной точкой и 2 1z cz+ =  
для оставшихся двух неподвижных точек. Про-
изводная в неподвижной точке будет иметь вид: 

( ) 2 2 2 2 3 2 3 2 2 2f z z cz z z z= +′ == + − + . Кроме того, 
( ) 3 3 2 3  f z cz cz cz= − + = −′ . Таким образом, если 

z2 и z3  неподвижные точки, то ( ) 2
2 22f z z= +′

 , 

( ) 2
3 32f z z= +′  и ( )2 2 3f z cz′ = − , ( )3 3 3f z cz′ = −

 . 

Далее имеем: 1   c z
z

= −  для каждой ненулевой непод-

вижной точки P4(z). Точки границы множества, имею-
щего неподвижную притягивающую точку, удовлет-
воряют соотношению 22 1z+ = . То есть 22 itz e+ =

 , 
[ ]0,2 .t p∈  Из последней формулы находим уравне-

ние кривой внутренние точки которой будут принад-
лежать обрамлению множества Мандельброта. Так 

как 2itz e= − , [ ]0,2t p∈ , то ( ) 1 2
2

it

it
c t e

e
= − −

−
 . 

Выведем параметрические уравнения данной кривой.
Используя формулу Эйлера и формулу извлечения 

корня из комплексного числа получим: 

( )
( )

2 5 42
2

2 5 4 .
2

it cost costz e

sin t cost costi
sin t

 − + −= − = ± +


− + − + 

Не нарушая общности рассуждений, будем счи-
тать, что 

( )
( )

2 5 4
2

2 5 4 .
2

cost costz

sin t cost costi
sin t

− + −= +

− + −+

Далее имеем:    

( )
( )

( )
( )

1 1

2 5 4 2 5 4 
2 2

2 5 4 2 5 4 
2 2
2 5 4 2 5 4

2 2

z sin tcost cost cost costi
sin t

sin tcost cost cost costi
sin t

cost cost cost cost

= =
− + − − + −+

− + − − + −−
= =

− + − − + −+

 

( )
( )

( )
( )

2 5 4 2 5 4 
2 2
2 5 4 2 5 4

2 2

2 5 4 2 5 4 
2 2
2 5 4 2 5 4

2 2

sin tcost cost cost costi
sin t

cost cost cost cost

sin tcost cost cost costi
sin t

cost cost cost cost

− + − − + −−
= =

− + − − + −+

− + − − + −−
= =

− + − − + −+

( )
( )

( )
( )
( ) ( )

2 5 4 2 5 4 
2 2

 
5 4

2 5 4 2 5 4 .
2 5 4 2 5 4

sin tcost cost cost costi
sin t

cost
sin tcost cost cost costi

cost sin t cost

− + − − + −−
= =

−

− + − − + −= −
− −

Таким образом, 

( ) ( )
2 5 4

2 5 4
cost costc t

cost

 − + −= ± − −

Рис. 3в. Обрамление множества Мандельброта  
семейства функций ( ) 3 2

3P z z cz z= + +
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( )
( ) ( )

2 5 4 
2 5 4

sin t cost costi
sin t cost

− + − − − 

Положим ( ) ( ) ( )1 2c t c t c t= + . Тогда будем иметь:

( ) ( )

( )
( )
( ) ( )

( )
( )

1

2

2 5 4
2 5 4

2 5 4 
2

2 5 4
2 5 4

2 5 4 
2

cost costc t
cost

cost cost

sin t cost costc t
sin t cost

sin t cost cost
sin t

  − + − = ± −  − 
 − + − −   
   − + − = ± − − −   − − −   

Используя Маткад-программу, построим данную 
кривую, состоящую из двух овалов (рис. 4в).

Здесь полезно предложить студентам построить 
обрамление множества Мандельброта полинома P4(z) 
с помощи языков программирования.

Модуль 4 соответствующей паскаль-программы 
имеет вид:

Модуль 4
var t := 0.001;
  while t < 2 * pi do
  begin
    tmp1 := cos(t)-2+sqrt(5-4*cos(t));tmp2 := (10-8*cos(t));
    tmp3 :=2-cos(t)+sqrt(5-4*cos(t));
    re := sqrt(tmp1/tmp2)-sqrt(tmp1/2); im := -sqrt(tmp3/
tmp2)-sqrt(tmp3/2);
    DrawPoint(re, im, clBlue); DrawPoint(-re, -im, 
clBlue);    DrawPoint(-re, im, clBlue); DrawPoint(re, 
-im, clBlue);    t := t + 0.001;
end; 

Обрамление множества Мандельброта семейства 
полиномов  P4(z),  построенное с помощью модуля 4, 
приведено на рисунке 4б. 

Эффективность использования ММИЗ была под-
тверждена в ходе проведения следующих педагоги-
ческих наблюдений. В рамках дисциплин по изуче-
нию математического моделирования обучающиеся 
были поделены на две группы экспериментальную 
и контрольную. Обучающиеся контрольной груп-
пы ограничивались лишь изучением аналитических 
свойств семейства полиномов без построения изобра-
жения обрамления множества Мандельброта в каж-
дом случае. Обучающиеся экспериментальной груп-
пы дополнительно разрабатывали компьютерный 
алгоритм и визуализировали множество на каждом 
этапе работы. В результате были выявлены следую-
щие закономерности:

1. У обучающихся экспериментальной группы 
более основательно сформировано представление 
о рассматриваемых математических понятиях (уста-
новлено с помощью письменной теоретической про-
верочной работы).

2. Обучающиеся экспериментальной группы 
в ходе исследовательской работы меняли вид дея-
тельности: действия математика-аналитика, разра-
ботчика компьютерных программ и компьютерного 
художника, что влияло на снижение усталости и луч-
шую концентрацию внимания (установлено с помо-
щью методик Мюнстерберга).Рис. 4а. Множество Мандельброта  

семейства функций ( ) 3 2
2f z z cz= +

Рис. 4б. Обрамление множества Мандельброта  
семейства функций ( ) 3 2

2f z z cz= +

Рис. 4в. Обрамление множества Мандельброта  
семейства функций ( ) 3 2

2f z z cz= +

Выполнение многоэтапного математико-информационного задания «Обрамления множества Мандельброта...
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3. У обучающихся экспериментальной группы 
был отмечен рост мотивации. Это объясняется тем, 
что в процессе деятельности студенты устанавлива-
ют соответствия между математическими формулами 
и красивыми видами построенных математических 
объектов, что подталкивает их к дальнейшим иссле-
дованиям (установлено с помощью диагностики на-
правленности учебной мотивации Т. Д. Дубовицкой).

Таким образом, многоэтапные математико-инфор-
мационные задания наиболее эффективны в процессе 
проведения сложных математических исследований, 
сопровождающихся разработкой программных реше-
ний и визуализацией итоговых достижений.
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